Matematici speciale si metode numerice

SERII FOURIER

Sensul vietii se inrudeste

Cu convergenta seriei.

Pornind de la discutia asupra coardei vibrante inceputd in anii 1750 intre
Euler si d’Alambert, se ajunge la ideea lui D. Bernoulli de a reprezenta o curba
definita pe intervalul [ 0,27 ] printr-o serie de sinusuri si cosinusuri. Prin 1805
Fourier propune formulele pentru coeficientii acestei serii. Descoperirea lui
Fourier produce un efect extraordinar si de-a lungul secolului al XIX-lea, este
considerata ca una din cele mai importante teoreme ale analizei. Convergenta
seriei Fourier nu a putut fi demonstratd decat prin 1829 de catre Dirichlet,
utilizand functia monotona pe portiuni introdusa in 1821 de catre Cauchy.
Polinoamele lui Legendre sunt introduse de Legendre prin 1785 pentru
rezolvarea ecuatiei lui Laplace in coordonate sferice. Prin lucrarile lui D.
Hilbert (1906-1911), este posibild generalizarea teoriei dezvoltarilor

ortogonale.

1. Sisteme ortogonale si coeficientii corespunzatori

1.1. Studiul sistemelor de functii

(T): {%,cosx,sinx, €0S2%, SiN2X..., COSNX, sinnx....}

E): {eikx}kez

pe intervalul [-r; ).
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Sistemul (T) 7l vom numi sistem trigonometric, iar sistemul (E) sistem
exponential.

Definitie. Dat sistemul de functii {F=f } ke N, definit pe intervalul

[0, B] spunem c este sistem ortogonal daca produsul scalar (fm , fn)z 0 pentru

. (B . .
m==n, deci J fmfn =0 pentru m=n, dacd F este sistemul real, respectiv
o

B, ¢ "
J ff, =0 pentru m=n, in caz complex.
o

Lema 1:

0 pentu m=#=n

jncosnu cosnxdx =< ® pentru m=n=0
T

2n pentru m=n=0

0 pentru m=n

J'ncosmx cosnxdx =<m pentru m=n=0
T

0 pentru m=n=0

0, m=#n

J.ncosrnx cosnxdx =0, Ine(m‘“)‘xdx - {
T - 2t m=n

Consecinta: Sistemele (T) si (E) sunt sisteme ortogonale pe [— T, n] .

1.2. Tn continuare facem referiri la (2) si (5) din paragraful precedent (utilizand
sistemele (T) si (E)).

Teorema 1. Daca f are exprimarea (2) sau (5) pe un interval de lungime
2 al axei reale (de exemplu pe [~ 7] atunci:

a, :%Ifnf(x)cosbdX, b, =%fnf(x)sin kodx, @)

respectiv
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_1lqm ikx
ck_z—n_[_nf(x)e dx 2

Demonstratie. inmultind “exprimarea” (2) respective (5) cu cosmx si

sinmx, respectiv e ™ si integrand de la —mla m obtinem conform lemei
formulele (1) si (2).

Remarci: Exprimarile (2) sau (5) pot avea loc intelegand diferite tipuri
de convergentd: punctuala, uniformd sau in diferite norme cu care dotim
spatiile functionale in care studiem seriile trigonometrice.

Vom spune cd avem o exprimare uniformd dacd avem o convergentd
uniforma. In teorema anterioara este vorba de exprimare uniforma. in acest caz
“ sunt premise” toate operatiile care apar in demonstratie (cum ar fi integrarea

termen cu termen a unei serii uniform convergente).

1.3. Exprimari pe [0, «t]. Sistemele (C) si (S) si coeficientii corespunzatori
Lema 2. Pe intervalul [0, 7] sistemele de functii:

(C) 1, cosx, cos2X,...,COSNX,...
(S) sinx, sin2x, ..., sinnx, ...
sunt ortogonale.

Demonstratie:

T
Iocosmx cosnxdx =0

TC. -
I05|n mx sin nxdx =0

pentru m=n.

Teorema 2. Daci pe [0, 7] :

a i . 2 on
(a) f are exprimarea uniforma —> + z a, coskx atunci a, = —I f(x)coskdx,
2 k=1 k k 0
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(b) daci f are exprimarea Zbk sinkx atunci b, = E.[onf (x)sin kxadx.
k=1 T

Observatie: Teorema 2 poate fi completatd cu urmatorul rezultat: f se
poate prelungi pe toatd axa reald pana la o functie periodica de perioadd 2,

pard incat
a o0
f(x)=—2+> a, coskx
LY== kZ:; K

in cazul (a) si la o functie impara in cazul (b) cu exprimarea corespunzatoare.

Tntr-adevir, definind

= _ | f(x) dacd xe[0,n]
fp(X)_{f(—x) daci x e[-m,0) )
Fp /[0,x] =f si Fp este para.
Definind
-f-i(x):{ ];(X) dac% x €[0,7] 7
—f(-x) daca xe[-n,0)

Fi/[O,n] =f si ﬁ este impara.
Prelungirea la toata axa se face prin periodicitate. In plus, functiile construite

prin (3) si (4) le vom nota tot cu f'in loc de fp si f., fard a crea confuzii.

1.4. Un criteriu de convergenta uniforma

o0
Teorema. Daca seria a,|+|b,|) este convergenta, atunci
kI TPk g
k=1
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o0

a
?O + z (a, coskx +b, sinkx) este absolut si uniform convergentd pe R spre o
k=1

functie continua de perioada 2x.

Demonstratie: Tinem cont de inegalitatea,
la, coskx +b, sinkx|<la, |+|b,|
si teorema lui Weierstrass. Periodicitatea functiei sumd rezultd din

periodicitatea termenilor.

2. Serii trigonometrice Fourier

2.1. Seria corespunzitoare lui f de perioada T

Definitie. Coeficientii a, si b, definiti in teorema 1 se numesc

k
coeficientii Fourier reali ai functiei f, iar seria corespunzatoare, seria

trigonometrica Fourier. Analog, coeficientii €, se numesc coeficientii Fourier

complecsi iar seria corespunzatoare, seria Fourier complexa a functiei f.

Daci f este o functie de perioadd 2m Tn formulele de definire ale lui a, si b, ,
respectiv c, , putem inlocui intervalul de integrare (-m,m) cu (o, +2m), o

fiind numar real oarecare.

Faptul ca atasam functiei fseria sa trigonometrica Fourier 1l vom nota
3, < :
f(x)—>?+2(akcoskx+bksmkx) (5)
k=1
sau pe scurt f ~(a,,b, ) in cazul real si sistemul (T), respectiv

f)—> D™ (6)

K=o

sau f(c, ) in cazul complex cu sistemul (E).

5
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Mai general, daca f este de perioadd T atunci functiei f i se poate asocia seria

trigonometrica Fourier
o0
a, .
f(x) > 7+Z(ak coskmx +b, sin kox)
k=1

unde

2 cotT
a, = ?Lf(x) cos kaxdx

b, = 2 [“F{x)sin kerd 7

k_?L (X)sin koxdx )
Prin urmare, in acest caz folosim sistemul trigonometric
1 . . .

(Tm):z,coswx,smmx,...,cosnoak,smncox,... care este ortogonal pe orice

interval de forma [a, o+ T], unde pulsatia ®=2=/T.In mod analog, folosind

sistemul exponential (Ew):{eik‘”x}k € Z putem atasa seria sa trigonometrica
i -
f(x) > > c e
k=—0

a+T .
unde c, :%f; f(x)e ™ Xdx

Cand vrem sa punem in evidentd functia pentru care calculam coeficientii

Fourier, notam a, (f), b, (), c, (f).

2.2. Liniaritatea coeficientilor ca functionale. Exprimiri particulare ale

coeficientilor

In cele ce urmeaza vom prezenta cateva prioritafi ale coeficientilor

Fourier.
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Propozitia 1. Coeficientii ak,bk si ¢, sunt functionale liniare, adicd
a, (af +Bg) =oa, (f)+Ba, (9) si analoagele
Demonstratie: se utilizeaza liniaritatea integralei definite. Proprietatea

urmatoare se refera la cazurile particulare cand f este para, respective impara.

Propozitia 2. (i) Daca f este para de perioada T atunci

4 (T2
ak(f)z?'fof(x)coskoo)dx, b, (f)=0 9)
(i1) Daca f este impara de perioada T atunci
£)=0, b, () = = [f{x)sin kend
a, (f)=0 b, ( )_?Io (x)sin koxdx (10)

Demonstratie: Luaim o =-T/2si din (7) deducem (9) si (10) tindnd
cont ca integrala definitd pe un interval simetric dintr-o functie impara este nula
si dintr-o functie para este de doud ori integrala pe jumatatea pozitiva a
intervalului. Prezentam alte proprietati in paragraful seriilor Fourier in spatii

Hilbert.

3. Aplicatii
1. Fie f:R—>R, periodici de perioada T=2r, f(x)=x> pentru
—m < X < 7. Scrieti seria Fourier corespunzatoare.

Solutie. F fiind pard, conform formulelor (9) avem:

a

4Tz, o L
I(F)_?jo x2 coskexdx = (o=2r/T =1)=

_2 T 5 _2 X2 . x 2 m . _
—;.[0 X coskxdx _;(?smkxﬁ—;joxsm kxdx]—

4 . 4 X 1,n
= —— | xsinkxdx =——| ——coskx % +— | coskdx |=
km '[0 kn( k A kIO )

4 4
=Fcoskn = (X 2 b, =0.
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_2 T 9 _27'[
ao(f)_;jox dx =5

Deci

k coskx

f(x)—>—+42(

2. Fie f:[0,m] >R, f(X) =x Sa se prelungeasca f pana la o functie
periodica, pard, de perioada T =2m si apoi sa se dezvolte in serie Fourier

trigonometrica.

Solutie: Conform formulelor (3) putem prelungi f prin paritate la

£x) = f(x) pentru xe[0,m]
(X)_{f(—x) pentru X e[-m,0]

si pe R prin periodicitate.

2, = = [jaix =

a, :%J}coslodx =i2((—1)k —1) si by =

mk

B 4 < cos(2n-1)x
2n-1 TE(Z” _1)2 ! Z

Deci a,, =0, a
nid (2n-1)°

n>1si f(X)—)TZc

Sapte aplicatii Fourier

1. Se da functia f : R — R prin f(Xx) = xcosx
a) Si se determine seria Fourier asociata acestei functii pe intervalul
[0,7].
b) Sa se determine seria Fourier numai de cosinusuri asociatd functiei

pe [0,7].
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Solutie

Functia f este continua pe R, este integrabila pe orice interval compact,
deci problema determinarii seriei Fourier asociate ei pe un anumit interval are
Sens.

a) Lungimea intervalului este 21=m . In acest caz formulele generale

care ne dau coeficientii sunt:

2 (" 4(4n” +1) 4
a =—J‘xcosxc052nxdx=—T, a,=—,
"omdo m(4n” -1) n
b =Ejnxcosxsin2nx dx = £l ,heN
" md an?-1

Rezultd ca seria Fourier asociata functiei f pe intervalul [0, 7] este:

4n? -

——+4Z( 4n 1 2 cosan+—nlsin2nxJ

b) Pentru determinarea coeficientilor Fourier ai seriei numai de

cosinusuri asociatd functiei f pe [0,n] avem I=m, b =0 si

a, = gJ‘ﬂxcosx cosnxdx = 1J.nx[cos(n +1)x +cos(n —)xJdx =
T Y0 Y0
0 daca n=2m+1
=4 4 n 241

——— daca n=2m, a, =
TC(n )2 1

N

deci seria ceruta este:

2 x 4 40?41
——+—COSX—— —2c032nx
L ™8 (an? -1}

2. Si se dezvolte in serie Fourier functia f :R > R
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Insinf, X # 2kn
f(x)= 2
0, x=2km,keZ

Solutie

Functia f este o functie periodicd de perioada de perioada 2m i para,
deci este suficient si studiem problema numai pe [0,m]. Functia este
nemarginitd pe acest interval, deci va trebui sd aratim ca este absolut
integrabila in sens propriu pe [O, n]. Dar f este integrabilda Riemann pe orice
interval [x, 7] [0, 7] deoarece este continui.
Apoi

. X X
Insin— ctg—

. T AT 2
l"l]o\/;lf(x)l_ =g =Im—==0

x>0 x>0 — x>0 —=—
Jx xv/x

deci 1n baza criteriului comparatiei rezultd ca f este absolut integrabila pe

[0, 7], deci putem determina coeficientii Fourier.
Functia f verifica conditiile din criteriul lui Lipschitz, deci seria Fourier

asociatd converge in X, catre f(x,), unde X, (0, 7], arbitrar, deci f este

dezvoltabila in seria Fourier pe R—{x € R|x = 2kn}:

a, = Erln(sin 5)cosndx =
1t Jo 2

q T
2|sinnx, (. x\rt 1 nsmnxcosg 1
== In[sm—jo——j —de =—=
T N 2 2n Jo sinE n

deci

o0

a Cos nx
f)=—2->"

2 &~ n

10
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Tnlocuind aici x = obtinem

(-t . - COS NX
a,=—» —~—=—In2, deci f(x)=—In2-
0= C=h2-2 =

3. Si se dezvolte in seric numai de sinusuri pe intervalul [0,n] functia
f:[0,n] >R, dati prin:
f(x)=e™ (a=const.)
Solutie
a,=0a, =0

2nfl—(-D"e®"

bn=grea"sinnxdx= >
m 40 (@ +n°)

deci pentru x [0, 7]:

2 0 .
S R e

4. Sa se dezvolte in serie Fourier functia f :[—%,%} - R,

f(x) =sec x
Solutie
Functia f(x) verificd conditiile din criteriul Iui Dirichlet-Jordan pe
{—E,E}; este o functie para.
4 4

8 8
a :—j“secx dX=;|n(l+\/E)

0 T Y0

11
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T
8 1 cos4nx
a, =—j4secxcos4nxdx j —  “dx =
7 Jo ndo  cosx

_ §I4[2 cos(4n —1)—2cos(4n —3)x + w}dx _

ndo COSX
16 sin(4n—1)E sin(4n—3)E
=— 4_ 4 \ta
X 4n-1 4n-3 n-1
Scriind toate relatiile pentrun =1, 2, ..., n si adunand-le obtinem
2" -1 k+1
Z( 1) s.n(2k+1)§+§|n(1+ﬁ),
4 n
deci
4 8 ® -1 k+1 P
secx=—|n(1+\/§)+—z In(1+«/§)+ Z 5|n(2k+1)— cos4nx
T = = 4
5.Fie f:R—>R,
2 2
X X
fo) =—-——.
® = >

Sa se dezvolte in serie Fourier pe intervalul [, 7]

Solutie

Functia datd este continud pe [0,3] si f(0) = f(3) = 1. Functia este
monotond pe [0, 1], [1, 2] si [2, 3], deci este cu variatie marginitd pe aceste
intervale, deci si pe [0, 3] , deci este dezvoltabild in serie Fourier uniform

convergenta pe acest interval.

= % J’: f(x)dx = g[ E(x +1)dx+L22(2—X)dX+I;(X - Z)dx} =

12
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23 2nm
a =—| f(x)cos—xdx =
n 3-[0 ) 3
2| L 2nm 2 2nn 3 2nn
=— X +1)cos—— xdx +2| (2-—x)cos——xdx X —2)cos——dx | =
2| 0cse0n 2t 2 (2x)cos e+ [ 21cos 0
=4sinnnsin%n=0

nm
9sin—

:—If(X)SIn—)dX (- )n+lw

b, =0 dacin=3k, keZ

(- 1)n+l 2nn
fX)=2+— sn—s in——x
(x) = Z 5 S

7. Si se dezvolte in serie Fourier pe intervalul [, 7] functiile:

f(x)=shax g(¥) =chax (a# intreg) si sa se deduca sumele seriilor:

Yo S S

n=1 N n=1 n=1

Solutie

Functiile date indeplinesc conditiile lui Dirichlet. Pentru f(x) avem
a,=0, a, =0 (feste functie impard) si :

2 (" .
b =—Ish ax sinnx dx
n bis 0

Integrand de doua ori prin parti, obtinem:
[asinnxcoshax —ncosnxsinhax|; =

n(@a®+n?)

2n .
= (—1)n717ﬁ)5|nh arm,
ma® +n

e

deci

13
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Pentru g(x)avem b =0 si (g este o functie pard):

deci

Utilizand formula lui Parceval:

unde f:[1,1]—>R si patratul ei este o functie integrabila:

si
Calculand integralele din membrii doi, avem:

14
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o0
1 a‘
i

= sinh 2ar + 2arn
4a’ n=1(a2+n2)2 8asinh2an( )

Din (4) obtinem:

0

1 _ma-1nfan+ne® 1)
Sezen?f 4@ 2% D

Aplicand de trei ori regula lui L’Hopital, obtinem:

2
lim {Lz [sinh 2an — Zan]} =L
8sinh® arn 6

a—>©

Tinand seama ca seria din membrul intai al egalitatii este absolut convergenta,

rezultd ca putem trece la limitd pentru a — oo sub semnul suma, astfel ca

deducem:
ii_ﬁ
n=1 n> 6

15



